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Definizione di Trasformata unilatera Zeta Z

Z{f)} = S f(k) =k =F(z), 2€C;, fk) —Z— F(2)

k=0

Z—R

Z_]' C—-C

Proprieta fondamentali della Trasformata unilatera Zeta

Proprieta Tempo k Frequenza z
Linearita klfl(k) + szg(k) lel(z) + kQFQ(Z)
Traslazione a sinistra f(k+1) zF(z) —z- f(k=0)
1
Traslazione a destra di n passi f(k—mn) — - F(2)
ZTL
k
z
Somma [ - F
IO —F(2)
=0
k
Convoluzione Fk)xg(k) =) f(1)g(k—1) F(z)-G(2)
=0
Teorema del valore iniziale f(k=0) lim F'(z)
Teorema del valore finale f(k — 00) Iinq (z—1)-F(2)
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Tabella delle principali Trasformate unilatere Zeta

impulso unitario
gradino unitario

polinomio fattoriale
di grado [

esponenziale associato al
polo semplice p di F(z)

polinomio fattoriale *
esponenziale associato al
polo multiplo p di F(z)

potenza di matrice

sin(kf), 6 € R

f(k), k>0 F(z),ze€C
d(k) 1
4
k
e(k) ]
E\ . k(k—=1)---(k—=1+1) z
(l>_ | , 1 >0 — T
p*, peC °
< —Pp
k) k—1 zZ
pi,peC, 1 >0
(l (z —p)tt
zsino

22 —2zcos0+ 1

cos(kf), 8 € R

z(z — cos0)
22 —2zcosfh+1

Ak, A € Rnxn

z- (21, — A7t




Decomposizione in fratti semplici di funzioni razionali fratte

N(2)  bmz™+ by, 12m 1+ ..+ bz + bg
D(z)  anz™ + ap_12" 14+ ... +a1z+ag
N(z), D(z) : polinomi in z, di grado m ed n rispettivamente (m < n)

F(z) =

Caso #1: =0

N(z)
Py = M@ _ bm by A bE  ane
D(z) apz"+a,_12"" 14+ ... 4+ a2+ ag D(z)
an
N'(2) N'(2)
p— A = Z - —
D/(2) zn—l—a,’n_lz”_l + ...+ alz+ag
N/(Z) N/(Z) n' W >
- “n T :.Z ZRi‘j(z—p-)j
M- [[eopn == CnY
1=1 =1 fratto semplice
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n . numero di radici di D(z) e D'(z) = numero di poli di F(z)

n’ : numero di radici distinte di D(z) e D'(z) =
numero di poli non coincidenti di F'(z)

p; . i-esima radice di D(z) e D'(z) = i-esimo polo di F(z)

1; - molteplicita dell'i-esimo polo di F(z)

R;; z
R;; : j-esimo residuo associato a p; mediante il fratto semplice ( Y )j
Z — Pg
1 oHi—J N'(2)
R;; = lim - | (z — p;)Hi 1 <5< upu;

Se p; € un polo semplice, con u; = 1, allora ha associato soltanto il

iz

- dove

= — Di /
_ N'(z)
R; = lim (z —p;) D/(2)

fratto semplice




Caso #2: bg =0, m < n

N(z)
F(z) = N(2) _ bmz™ + b1z 4+ ... 4+ biz+by g,
D(z) anz" 4+ ap_ 12714+ ... +ajz4+ag  D(z2)
an
_ N'(z) _ N'(z) _
 DI(z) 2+ ag,b_lzn_l + ...+ adjz+aj o
N'(2) N'(2) 1 2
= — — n’ :;Z zRZ] (z—p-)j
[ G=r) J[G-py T —
1=1 i=1 fratto semplice

n, n’, p;, p;, Ri;j : come nel caso #1 (bg = 0)



Antitrasformata unilatera Zeta di funzioni razionali fratte

N(z)  bmz™+ by—12""1 4+ ...+ b1z + bg

F(Z> - D(Z) - anz™ + an—lzn_l T T aiz + a0

Caso #1: o =0 =

n My n' W :
zZ HF()) = {Z > (Z_p )J} Z: 2_: (; v 1> pF It e (k)

1=19=1

Caso #2: b #0 =

n' R n' My o :
ZTHF()} =2 1{1 2 " -}=Z ZRijG_i)Pf_Je(’f—l)




Se F(z) ha un polo complesso p; con molteplicita u;, allora F(z)
presenta anche il polo complesso p; = p;‘ con molteplicita u; = p;.
In tal caso, &€ opportuno antitrasformare a coppie i fratti semplici di
F(z) associati a p; e p;, poiché R;; = R;Fj e quindi:

(z—pi)!  (z—p)’

(Z—pi)] (z—p/’;)]

<]ljl> |pi|k_j+1 COS ((k—]‘|‘1) Zpi +ZR”) E(k)

& ; Im R‘i'
con /p; = arctan (dm (pZ)), /R;; = arctan ( ])
Fe (pi) Re (R;;)

— 2 |Rz]




Esercizi

1) Calcolare I'antitrasformata unilatera Zeta di

z3—|—322—|—2z
(z+3)(2+4)(2+5)

Soluzione: f(k) = [(—3)" — 6 (=4)" + 6 (—5)"] e(k)

F(z) =

2) Calcolare I'antitrasformata unilatera Zeta di
1
234 2

Soluzione: f(k) = sin (g (k — 2)) e(k—2) = —sin (gk) e(k — 2)

F(z) =




